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Quel est le rapport entre ces deux images ?




Les cartes combinatoires

Carte = recollement de polygones selon leurs c6tés pour former une surface
(compacte, connexe, orientée)
Genre g = # d’anses

Enracinée = un coin est distingué




Les cartes combinatoires

Définition alternative : graphe plongé sur une surface




Les cartes combinatoires

Définition alternative : graphe plongé sur une surface

Ce qui compte, c'est |'ordre des
arétes autour des sommets !
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Pourquoi s'intéresser aux cartes ?



Pourquoi s'intéresser aux cartes ?

— parce qu on peut les étudier sous pleins d'angles
différents !



Etudier les cartes par séries génératrices

a, = nb de cartes planaires a n arétes

F(z) = Z an 2"

n>0

Méthode symbolique, variables catalytiques, inversion de Lagrange,
analyse de singularités, séries multivariées . ..

Canfield
Bernardi Tutte
Bousquet-Mélou

Bender

Flajolet Sedgewick
Gao ® 0O



Etudier les cartes par séries génératrices

a, = nb de cartes planaires a n arétes

2-3"-Cat ’
F(z) = Z a2 — a, = ; (M) [Tutte '63]
n>0 nt

Méthode symbolique, variables catalytiques, inversion de Lagrange,
analyse de singularités, séries multivariées . ..

Canfield
Bernardi Tutte
Bousquet-Mélou

Bender

Flajolet Sedgewick
Gao ® 0O



Etudier les cartes de maniére bijective

Bijection = correspondance explicite entre des objets par unem*
construction combinatoire O(O0)0)

Bouttier Poulalhon Guitter
Chapuy Di Francesco Bernardi
Schaeffer Fusy Miermont Vauquelin
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Cori Albenque Bousquet-Mélou



Etudier les cartes de maniére bijective

Bijection = correspondance explicite entre des objets par une
construction combinatoire M«» OCOC0)0)

bijection de Schaeffer

v v ] X
. 1
— i —
1 !
Enumération + propriétés structurelles des cartes
. Guitter
Bouttier Poulalhon
Chapuy Di Francesco Bernardi
. Vauquelin
Schaeffer Fusy Miermont X
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Cori Albenque Bousquet-Mélou



Etudier les cartes de maniere algébrique

Point de départ : formule de Frobenius, qui compte les factorisations de
permutations en fonction des caracteres du groupe symmétrique

Goupil Jackson
Goulden
Schaeffer /agier

Harer
Poulalhon ® O



Etudier les cartes de maniere algébrique

Point de départ : formule de Frobenius, qui compte les factorisations de
permutations en fonction des caracteres du groupe symmétrique

compter les cartes a une face a degrés prescrits [Goupil-Schaeffer '98]
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et surtout la hiérarchie KP ! (coming soon)

Goupil Jackson
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Etudier les cartes de maniere probabiliste

|ldée : étudier les propriétés géométriques des grandes cartes aléatoires

Albenque :
Budd Marckert Miller Angel

Curien Le Gall Schaeffer Bettinell Schramm
Chassaing Miermont Sheffield ® 0 O



Etudier les cartes de maniere probabiliste

|ldée : étudier les propriétés géométriques des grandes cartes aléatoires

les cartes planaires uniformes convergent (en tant qu’espaces

métriques, apres mise a |'échelle des distances) vers la carte Brownienne
[Le Gall, Miermont "13]

image : J. Bettinelli

et bien siir la convergence locale ! (on en parle un peu plus tard)

Albenque :
Budd Marckert Miller Angel

Curien Le Gall Schaeffer Bettinell Schramm
Chassaing Miermont Sheffield ® 0 O



Tout est lié

Algébrique

cartes aléatoires
de genre non contraint

bijection cartes a
une face < arbres décorés

[Chapuy—Féray—Fusy '12] [Chmutov—Pittel "15]

Bijectif = » Probabiliste
diametre des

cartes planaires aléatoires
[Chassaing—Schaeffer '02]




Dans cette these, on combine ces trois approches pour étudier les cartes de
grand genre, en lien avec la hiérarchie KP



Interlude : La hiérarchie KP

photo : M. Griffon



La hiérarchie KP

A I'origine : équation Kadomtsev—Petviashvili (ondes non linéaires, généralise KdV)



La hiérarchie KP

A I'origine : équation Kadomtsev—Petviashvili (ondes non linéaires, généralise KdV)

Variables : P1, P2, P3, -.. P1 =, P2 =Y, P3 = t
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La hiérarchie KP
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La hiérarchie KP

A I'origine : équation Kadomtsev—Petviashvili (ondes non linéaires, généralise KdV)

Variables : P1, P2, P3, -.. P1 =, P2 =Y, P3 = t
o
Fs1=Fyo+ 3 F? 1t LFi11 Fij = apiaij

F41—F32+F11F21+ =F1 119
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La hiérarchie KP

A I'origine : équation Kadomtsev—Petviashvili (ondes non linéaires, généralise KdV)

Variables : P1, P2, P3, -.. P1 =, P2 =Y, P3 = t
o
Fs1=Fyo+ 3 F? 1t LFi11 Fij = apiaij

F41—F32+F11F21+ =F1 119

Y R/

51 =Fyo+ 5 FlaFi2+ Fi2F31 + 5 Fio + s Fh + s Fi202 + 5 F5 4 £ F3 1



La hiérarchie KP

Hiérarchie intégrable = on peut décrire " explicitement”
I'espace des solutions (ici, le construire algébriquement)



La hiérarchie KP

Hiérarchie intégrable = on peut décrire " explicitement”
I'espace des solutions (ici, le construire algébriquement)

Briques de base :

Objets : diagrammes Maya

Opérateurs : fermions ole]e




La hiérarchie KP

Hiérarchie intégrable = on peut décrire " explicitement”
I'espace des solutions (ici, le construire algébriquement)

Briques de base :

Objets : diagrammes Maya

Opérateurs : fermions eJe[e[cle[e[Cle[0]e]¢

Solutions : fonctions 7 T = (0|I'+(p)A|D)
Variables p = (p1,p2,--.) A®A,Ql =0



La hiérarchie KP

Hiérarchie intégrable = on peut décrire " explicitement”
I'espace des solutions (ici, le construire algébriquement)

Briques de base :

Objets : diagrammes Maya

Opérateurs : fermions Sefe[cle[e[cle[ofele[cICTe
Solutions : fonctions 7 T = (0|4 (p)A|D)
Variables p = (p1,p2,...) AR A,Q =0

Hiérarchie 2-Toda : 2 sets de variable p et q, une famille de fonctions (7, )ncz



Cartes et hiérarchie KP

Théoréme : [Goulden—Jackson '08| La série génératrice des
cartes est solution de la hiérarchie KP



Des bijections



Bijections

formule de Goulden—Jackson

(n+1)7(n,g) =4n3n —2)3n —4)1(n — 2,9 — 1) +4(3n — 1)1(n — 1, g9)
+4 > > Bi+2)Bi+2)7(691)7(, 92)

1+j=n—291+92=g




Bijections

formule de Goulden—Jackson

(n+1)7(n,g) =4n3n —2)3n —4)1(n — 2,9 — 1) +4(3n — 1)1(n — 1, g9)
+4 > > Bi+2)Bi+2)7(691)7(, 92)

1+j=n—2g1+g2=g

Formule issue de KP, mais tres " combinatoire”
(également formule de Carrell-Chapuy pour les cartes)



Bijections

formule de Goulden—Jackson
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+4 > > Bi+2)Bi+2)7(691)7(, 92)

1+j=n—2g1+g2=g

Formule issue de KP, mais tres " combinatoire”
(également formule de Carrell-Chapuy pour les cartes)

Interprétation bijective ?
But ultime = bijection unifiée pour toutes les formules issues
de KP, en toute généralitée



Bijections

formule de Goulden—Jackson

(n+1)7(n,g) =4n3n —2)3n —4)1(n — 2,9 — 1) +4(3n — 1)1(n — 1, g9)
+4 > > Bi+2)Bi+2)7(691)7(, 92)

1+j=n—2g1+g2=g

Formule issue de KP, mais tres " combinatoire”
(également formule de Carrell-Chapuy pour les cartes)

Interprétation bijective ?
But ultime = bijection unifiée pour toutes les formules issues
de KP, en toute généralitée

Cas particulier numéro 1 : bijection pour les cartes a une face
(formule de Harer—Zagier) [Chapuy—Féray—Fusy "12]



Bijections

Cas particulier numéro 2 : cartes planaires (g=0)
Preuve bijective
—>
— exploration de la carte
— opération " cut-slide”
-, \ —
> >



Bijections

Cas particulier numéro 2 : cartes planaires (g=0)

Preuve bijective
—>
— exploration de la carte
— opération " cut-slide”
-\ —
> >
Au passage :

e extension de la bijection de Rémy pour les arbres plans a toutes

les cartes planaires
e formule raffinée (contrdle des degrés des sommets)
e ébauche de bijection pour le genre supérieur



Des formules



Formules

formule de récurrences pour les cartes :
[Goulden—Jackson '08], [Carrell-Chapuy '14], [Kazarian—Zograf "15]

— issues de la hiérarchie KP + opération combinatoire

— toutes "combinatoires”, quadratiques, trés rapide pour
calculer, "closes” (pas de variable catalytique)



Formules

formule de récurrences pour les cartes :
[Goulden—Jackson '08], [Carrell-Chapuy '14], [Kazarian—Zograf "15]

— issues de la hiérarchie KP + opération combinatoire

— toutes "combinatoires”, quadratiques, trés rapide pour
calculer, "closes” (pas de variable catalytique)

Autre modele : nombres de Hurwitz

— [Okounkov '00]+[Dubrovin—Yang—Zagier '17] : astuces
purement algébriques a partir de 2-Toda donnent une
formule de récurrence (méme "forme” que les précédentes)



Formules

formule de récurrences pour les cartes :
[Goulden—Jackson '08], [Carrell-Chapuy '14], [Kazarian—Zograf "15]

— issues de la hiérarchie KP + opération combinatoire

— toutes "combinatoires”, quadratiques, trés rapide pour
calculer, "closes” (pas de variable catalytique)
Autre modele : nombres de Hurwitz

— [Okounkov '00]+[Dubrovin—Yang—Zagier '17] : astuces
purement algébriques a partir de 2-Toda donnent une
formule de récurrence (méme "forme” que les précédentes)

ldée : mélanger un peu les deux approches et voir si ca marche



Formules

Réponse : ¢ca marche !

("am= X ara(y )i @m0

s+t=f
g1+g92+9" =g

Cartes biparties a degrés prescrits :
B4(f)= nb de cartes biparties de genre g avec f; faces de degré 2i

f:(f17f27°°')-




Formules

Réponse : ¢ca marche !

(

SRR

g1+g92+9" =g

2

s+t=f

(1+nﬂ<

U2
2g* + 2

JERCERCED |

g* >0

Cartes biparties a degrés prescrits :
B4(f)= nb de cartes biparties de genre g avec f; faces de degré 2i

f=(f1, fo,..

).

— méme propriétés que les formules précédentes

— contrble une infinité de parameétres

— se spécialise bien (ex : 2k-angulations)




Formules

Réponse : ¢ca marche !

(

n;1>ﬁg(f) - ¥ (1+n1)<29:}2+ 2)591 (8)Bga(6) + > (

s+t=f g*>0
g1+g92+9" =g

Cartes biparties a degrés prescrits :
B4(f)= nb de cartes biparties de genre g avec f; faces de degré 2i

f=(f1,f2,...).

— méme propriétés que les formules précédentes
— contrble une infinité de parameétres
— se spécialise bien (ex : 2k-angulations)

On a également des formules pour compter les constellations et les
nombres de Hurwitz monotones.




Interlude : limites locales de cartes

A quoi ressemble une grande carte
aléatoire vue de pres ?
Loi du voisinage de la racine

t

image : |. Kortchemski
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Interlude : limites _I__Qcales de cartes

A quoi ressemble une grande carte
aléatoire vue de pres ?
Loi du voisinage de la racine

o G
%4"5&-‘;1‘ =\
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P(tCT)="

P(tCT,) = PtcCT)

image : |. Kortchemski
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Interlude : limites _I__qcales de cartes

A quoi ressemble une grande carte
aléatoire vue de prés ?
Loi du voisinage de la racine

P(t C T) ="

PtcCT,) —PtcCT)

[Angel-Schramm '02] :
triangulations planaires uniformes — UIPT

image : |. Kortchemski



Du grand genre



Grand genre

[Curien '14] PSHT, généralisation de I'UIPT ”3,55‘,4“%;4”’
. . 7 ' \ 1‘?"&7"\ y &5 _}\\sl" 4,'"
Jolie loi, dépend d'un parametre \ (A, — UIPT) AT ST
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— comportement hyperbolique (marche aléatoire
transiente, " degré moyen” > 6, ...)
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— est-ce la limite locale de quelque chose 7 Z‘{}?’>
i i : vt
— candidat naturel = triangulations de grand genre o

(gn =~ 6n)

image : N. Curien



Grand genre

[Curien '14] PSHT, généralisation de I'UIPT
Jolie loi, dépend d'un parametre \ (A, — UIPT)

— comportement hyperbolique (marche aléatoire
transiente, " degré moyen” > 6, ...)

— est-ce la limite locale de quelque chose ?
— candidat naturel = triangulations de grand genre

(gn =~ 6On)

Conjecture par Benjamini et Curien :
Les triangulations uniformes de grand
genre convergent localement vers la

PSHT

Prouvé avec Thomas Budzinski
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image : N. Curien




Grand genre

Premiere idée : énumération asymptotique — trop dur

Tension

Bounded ratio lemma (preuve = injection)
Planarité + "one-endedness” (preuve avec
Goulden—Jackson)

Mélange de PSHT
Limites possibles = PSHT avec parameétre aléatoire
(preuve = méthode des moments de Hausdorff +
équations de peeling)

Le parametre est déterministe

Argument global = argument des deux trous
Argument local = inverse degré racine




De 'universalité



Universalité

Universalité = modeles différents mais phénomenes similaires

On sait maintenant que les triangulations de grand genre convergent
vers une carte infinie du plan avec des propriétés hyperboliques.
Qu’en est-il des autres modeles de cartes de grand genre 7

Un modele qui couvre plein de cas : les cartes biparties a degrés prescrits !

L'objet limite potentiel (IBPM) est déja construit, et il a des propriétés
similaires a la PSHT

Théoreme (avec Thomas Budzinski) :

Les cartes biparties a degrés prescrits uniformes de grand genre convergent
localement vers I'IBPM



Pour finir, deux problemes ouverts :

L Explication bijective des formules issues de KP

L Diameétre des cartes de grand genre (d'ordre logn a priori)



Merci de votre attention |


















